




Comparative Evaluation and Improvement of
Computational Approaches to Reachability

Analysis of Linear Hybrid Systems

Von der Fakultät für Mathematik, Informatik und Naturwissenschaften der
RWTH Aachen University zur Erlangung des akademischen Grades
einer Doktorin der Ingenieurwissenschaften genehmigte Dissertation

vorgelegt von

Diplom-Informatikerin
Ibtissem Ben Makhlouf

aus
Djerba / Tunesien

Berichter: Universitätsprofessor Dr.-Ing. Stefan Kowalewski
Universitätsprofessor Dr. Goran Frehse

Tag der mündlichen Prüfung: 26. Januar 2016

Diese Dissertation ist auf den Internetseiten der Universitätsbibliothek online verfügbar.



Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der
Deutschen Nationalbibliografie; detaillierte bibliografische Daten
sind im Internet über http://dnb.d-nb.de abrufbar.

Zugl.: D 82 (Diss. RWTH Aachen University, 2016)

Ibtissem Ben Makhlouf
Lehrstuhl Informatik 11 - Embedded Software
makhlouf@embedded.rwth-aachen.de

Aachener Informatik Bericht AIB-2016-2

Herausgeber: Fachgruppe Informatik
RWTH Aachen University
Ahornstr. 55
52074 Aachen
GERMANY

ISSN 0935-3232

Copyright Shaker Verlag 2016
Alle Rechte, auch das des auszugsweisen Nachdruckes, der auszugsweisen oder vollständi-
gen Wiedergabe, der Speicherung in Datenverarbeitungsanlagen und der Übersetzung,
vorbehalten.

Printed in Germany.

ISBN 978-3-8440-4376-1

Shaker Verlag GmbH, Postfach 101818, 52018 Aachen
Telefon: 02407/9596-0, Telefax: 02407/9596-9
Internet: www.shaker.de, E-Mail:info@shaker.de



Acknowledgments

I would like to express my special appreciation and heartfelt gratitude to my advisor
Professor Stefan Kowaleswki, you have been a great mentor for me. I would like
to thank you for supporting my research and for allowing me to grow as a research
scientist. Your advice on both research as well as on my career has been priceless.
Your moral support and understanding of my particular situation has helped me a
lot through the course of my thesis. I hope that my work lived up to some of your
expectations.

I would also like to thank, Prof. Erika Abraham, Prof. Thomas Seidl, Dr. Goran
Frehse for taking their time to serve on my thesis committee. I also want to thank
you for letting my defense be an enjoyable moment, and for your brilliant comments
and suggestions. Erika and Goran, it has been a great pleasure for me to discuss
and exchange thoughts with you.

I would especially like to thank Prof. Lars Grüne, Prof. Matthias Althoff, Dr.
André Platzer, Dr. Stefan Matthias Ratschan, Dr. Colas Le Guernic for the pre-
cious support. You have always been ready to response quickly to my questions.

This dissertation could not have been completed without the great support that
I have received from my students Norman Hansen, Jonathan Gan and Malte Neuss.

Special thanks goes to Prof. Wolfgang Thomas, Helen Bolke-Hermanns and the
AlgoSyn group for the financial support and for allowing me to be a member of
your group.

Furthermore, I would like to thank my colleagues at the Informatik 11 - Em-
bedded Systems Institute for creating a friendly environment, for the stimulating
discussions, for the creative power and the quality of the team dynamics.

I would like to thank my former supervisor Prof. Meriem Jaidane. My work with
you has helped to develop my fascination towards research.

I wish to offer my most heartfelt thanks to Dr. Eva M. Navarro-López. I have
always been able to turn to you when I needed a listening ear and a dissenting
opinion. You have become one of my best friends. We have supported and helped
each other through both good times and bad times. Our online discussions in
various research directions were a great source of inspiration.

A special thanks to my family. I have an amazing family, unique in many ways.
Your support has been unconditional all these years. You have given up many
things for me to finally attain this longstanding goal. Thank you Raid, Rim and
Rashid for your never ending patience and support.

Words cannot express how grateful I am to my husband Dr. Adel Mhamdi for all
the love and support throughout the past few years. Thank you for pushing me to
gain more self-confidence and self-belief in dealing with such a difficult topic. You
were, in some way, my second advisor. Your knowledge and constant guidance have
helped me a long way towards completing this thesis.

Particular thanks to my mother for all of the sacrifices. Your prayer for me was
what sustained me thus far. And to my dad. I wish you were here. But you know
a great part of you is in me. You taught me that hard work pays off. I feel so very

i



grateful for all your love that I received.
Finally, would like to thank my sister, my brothers and all of my friends who

supported me by striving towards my goal.

Ibtissem Ben Makhlouf
Aachen, March 2016

ii



Zusammenfassung

Diese Dissertation befasst sich mit dem Problem der Erreichbarkeitsanalyse, foku-
ssiert auf lineare hybride Systeme. Hybride Systeme sind eine Mischung von kon-
tinuierlichen und diskreten Verhalten. Ein hybrider Automat, bestehend aus einem
Graph, in dem die Knoten das kontinuierliche und die Kanten das diskrete Verhal-
ten beschreiben, bietet sich als das passende formale Modell für solche Systeme an.
Es besteht aus einen Formalismus, das Differentialgleichungen und logische Aus-
drücke im gleichen Rahmen umfasst und damit neue Horizonte für die Forschung
und Entwicklung, vor allem in Richtung neuer Methoden und neuer Algorithmen,
eröffnet. Trotz des Fortschrittes, der in den letzten Jahren zu verzeichnen war,
gibt es vor allem in Hinsicht auf die praktische Anwendung noch viele offene Fra-
gen. Begonnen haben wir diese Arbeit mit der Bewertung einiger Verifikationstools.
Speziell für diese Aufgabe wurde eine Reihe von Benchmarks erdacht und zusam-
mengefasst. Die Benchmarks besitzen besondere Eigenschaften in Bezug auf die
Prüfung der Effizienz, Anwendbarkeit, Skalierbarkeit und Leistungsfähigkeit dieser
Tools. Wir geben einen ausführlichen Überblick über bestehende Methoden zum
Berechnen einer Überapproximation der erreichbaren Mengen für lineare zeitinvari-
ante hybride Systeme. Dieser erfasst unterschiedliche Ansätze für die Berechnung
einer Überapproximation für die kontinuierliche Dynamik mit und ohne Invarianten
sowie auch für die Berechnung der Schnittmenge bei Übergängen. Basierend auf
diesen Ergebnissen wurden neue Approximationsmethoden zur Berechnung der er-
reichbaren Mengen für den kontinuierlichen Teil als auch für den diskreten Teil des
hybriden Automaten sowie eine modulare skalierbare Implementierung verschiedene
Ansätze vorgeschlagen. Für diese Implementierungen werden zuerst Stützfunktio-
nen und danach Zonotopen verwendet. Für die jeweiligen geometrischen Darstel-
lungen wurde eine Reihe von verschiedenen Ansätzen für den Umgang mit Invari-
anten, Sprungbedingungen und Transitionen vorgestellt. Zwei Tools sind daraus
entstanden. Beide Tools integrieren die oben beschriebenen Methoden und er-
lauben möglicher Kombinationen. Sie verfügen über eine GUI und ermöglichen
eine vom Benutzer konfigurierbare Erreichbarkeitsanalyse. Beide Tools wurden
zur Durchführung eines Leistungsvergleiches verschiedener Methoden verwendet.
Einen Zusammenhang zwischen diesen Leistungen und die Komplexität der Bench-
marks wurde dabei festgestellt. Die Studie mit den vorgeschlagenen Benchmarks
führte zu dem Ergebnis, dass der Unterschied zwischen Methoden in Bezug auf die
Genauigkeit der Überapproximation und die Rechenzeit unbedeutend ist. Um die
Vielfältigkeit der Anwendbarkeit der Erreichbarkeitsanalyse zu veranschaulichen,
kam es zum Vorschlag einer vernetzten Fahrzeugkolonne. Zuerst wurde die Anal-
yse verwendet, um sichere und kurze Abständen zwischen Fahrzeugen in einer
LMI-geregelten Kolonne zu bestimmen. Nachfolgend wurde eine Erreichbarkeits-
analyse durchgeführt um bei der Entscheidung über den leistungsfähigsten H2- or
H8-Regler der gleiche Kolonne zu unterstützen. Sie wurde außerdem eingesetzt
um zeitkritische Bedingungen für eine Kreuzung mit einer annähernden Kolonne
zu bestimmen und damit den Verkehr innerhalb der Kreuzung sicher zu verwalten.
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Abstract

This thesis addresses the problem of reachability analysis with the focus on linear
hybrid systems. Hybrid systems are a mixture of continuous and discrete behaviors.
The Hybrid automaton consisting of a graph, in which the locations describe the
continuous and the transitions the discrete behavior, represents the best formal
model for such kind of systems. It provides a formalism integrating differential
equations and logic expressions in a same framework, thus opening new horizons
in research and development of new methods and novel algorithms. Despite recent
progress made in this field in the last years, actual verification methods and available
tools have exhibited their shortcomings.

We started this work with the assessment of some verification tools using a suite
of benchmarks conceived specially for this task. The benchmarks possess particu-
lar characteristics for testing of efficiency, applicability, scalability, capability and
performances of these tools.

We offer a theoretical overview of existing methods for computing an overap-
proximation of reachable sets for linear time invariant hybrid systems. This covers
approaches for overapproximating reachable sets of the continuous dynamics with
and without invariants as well as methods for solving the problem of guard intersec-
tion at transitions. We furthermore propose new overapproximation techniques for
treating the continuous part as well as the discrete part of the hybrid automaton.
We suggest scalable, modular implementations of these diverse methods allowing
thereby possible combinations between them first using support functions and then
with zonotopes. The implementations include different approaches for handling in-
variants, guards and transitions for the above-mentioned set representations. Two
toolboxes are the results of this implementation effort. Both tools integrate the
methods described above. They offer a GUI and allow for a user-configurable
reachability analysis. We use both tools to carry out a performance comparison of
different methods. We note thereby that there is a correlation between these per-
formances and the complexity of the tested example. However, we note during this
survey using the proposed benchmark suite that the difference in the performance
with regards to the tightness of the over-approximation and the computation time
is not so crucial for low dimensional systems.

We propose a networked platoon of vehicles to demonstrate different context
where reachability analysis can be useful. We first perform a reachability analysis
to determine unsafe gaps between the vehicles which are controlled using LMI-
formalism. Reachability analysis can be helpful for control design. The choice
between controllers on the basis of reachability results has led to controller ensur-
ing the best compromise between safe and small gaps when applying H2 or H8
control design techniques. Reachability can also be used to determine time-critical
conditions. As demonstration, we opt for a platoon approaching an intersection.
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