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Abstract

The present thesis deals with continuous-time and discrete-time nonlinear flat
systems with lumped parameters. If a continuous-time system is flat, then all
system variables can be expressed by a flat output and its time derivatives. This
allows also for nonlinear systems a systematic planning of trajectories and a
systematic controller design. For this reason, and because of the fact that a large
number of systems that appear in industrial applications are flat, the concept
of flatness has become quite popular over the last 25 years. However, a major
problem is that there still do not exist efficiently verifiable necessary and sufficient
conditions for flatness, and therefore also the computation of flat outputs is a
difficult problem.

In this thesis, the flatness of continuous-time systems is discussed in a finite-di-
mensional differential geometric framework. One of the main topics is the analysis
of the map that describes the parameterization of the system variables by the flat
output, which is hereinafter referred to as parameterizing map. For the param-
eterization of the system variables, a certain sequence of codistributions, which
is determined by the flat output, plays an essential role. It is shown that for flat
outputs which are independent of time derivatives of the input these codistribu-
tions always possess a basis with a special triangular structure, and this result
allows to derive upper bounds for the order of the highest time derivatives that
occur in the parameterizing map. The derived bounds improve those that can be
found in the literature, and are of interest e.g. for the computation of flat outputs.
Furthermore, the Jacobian matrix of the parameterizing map is studied, and it
is shown that the submatrix which contains the derivatives with respect to the
highest time derivatives of the flat output has remarkable properties. For systems
that are flat but not static feedback linearizable this submatrix is necessarily sin-
gular, and its rank is connected to the existence of input transformations which
achieve that a part of the new inputs appears in an affine way. The well-known
ruled manifold necessary condition for flat systems is an immediate consequence
of the latter result. A further main topic of this thesis is the problem of com-
puting flat outputs of continuous-time systems. Two approaches are discussed,
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where the first one is based on the idea of splitting off endogenous dynamic feed-
backs, and the second one is based on the idea of transforming the system into
a structurally flat triangular form. With respect to the latter approach, an im-
portant contribution of the present thesis is to analyze under which conditions a
flat system can be represented in this structurally flat triangular form. Here the
above-mentioned sequence of codistributions plays again an important role. A
further topic is the design of flatness based tracking controls for continuous-time
systems. An elegant standard approach is based on the exact linearization of the
system by means of a quasi-static state feedback, which necessitates that time
derivatives of the flat output up to a certain order are measured or estimated
by an observer. However, often it would be desirable to work with measurements
or estimates of the state variables instead, and it is shown that, under certain
conditions, it is indeed possible to replace the required time derivatives of the flat
output systematically by the state.

Besides continuous-time systems, in this thesis also flat discrete-time systems
are studied, which possess the property that all system variables can be expressed
by a flat output and its forward-shifts. In contrast to the problem of static feed-
back linearization, flatness of discrete-time systems has received only little atten-
tion so far. Like for continuous-time systems, there do not exist efficiently verifi-
able necessary and sufficient conditions for the flatness of discrete-time systems,
and thus the computation of flat outputs is also a difficult problem. Therefore, a
substantial part of this thesis is again concerned with the computation of flat out-
puts, where similar ideas as in the continuous-time case are pursued. However,
the geometric representation of discrete-time systems differs considerably from
the geometric representation of continuous-time systems. Thus, the conditions
for the existence of certain important decompositions are quite different, and the
required coordinate transformations have to be constructed in a different way.



Kurzzusammenfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt zeitkontinuierliche und zeitdiskrete nichtlineare
flache Systeme mit konzentrierten Parametern. Wenn ein zeitkontinuierliches Sys-
tem flach ist, dann konnen alle Systemgrofien durch einen flachen Ausgang und
dessen Zeitableitungen ausgedriickt werden. Dies erméglicht auch fiir nichtlineare
Systeme eine systematische Trajektorienplanung und einen systematischen Reg-
lerentwurf. Aus diesem Grund, und wegen der Tatsache, dass viele in industriellen
Anwendungen auftretende Systeme flach sind, wurde das Konzept der Flachheit
in den letzten 25 Jahren sehr populir. Ein wesentliches Problem besteht jedoch
darin, dass es keine effizient iiberpriifbaren notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fiir Flachheit gibt, und deshalb ist auch die Berechnung flacher Ausgénge
ein schwieriges Problem.

In dieser Arbeit wird die Flachheit zeitkontinuierlicher Systeme in einem finit-
dimensionalen differentialgeometrischen Rahmen betrachtet. Einer der Schwer-
punkte liegt auf der Analyse der Abbildung welche die Parametrierung der Sys-
temgrofien durch den flachen Ausgang beschreibt, und die im Folgenden als pa-
rametrierende Abbildung bezeichnet wird. Fir die Parametrierung der System-
groflen spielt eine bestimmte Folge von Kodistributionen, welche durch den fla-
chen Ausgang festgelegt ist, eine zentrale Rolle. Es wird gezeigt, dass fiir flache
Ausgénge welche nicht von Zeitableitungen des Eingangs abhingen diese Ko-
distributionen immer eine Basis mit einer speziellen Dreiecksstruktur besitzen,
und dieses Ergebnis erlaubt es, obere Schranken fiir die hochsten in der parame-
trierenden Abbildung auftretenden Zeitableitungen herzuleiten. Die hergeleiteten
Schranken verbessern die aus der Literatur bekannten, und sind beispielsweise fiir
die Berechnung flacher Ausgénge von Interesse. Weiters wird die Jacobimatrix
der parametrierenden Abbildung untersucht, und es wird gezeigt, dass die Sub-
matrix mit den Ableitungen beziiglich der hochsten Zeitableitungen des flachen
Ausgangs bemerkenswerte Eigenschaften besitzt. Fiir Systeme welche flach aber
nicht Eingangs-Zustandslinearisierbar sind ist diese Submatrix notwendigerweise
singuldr, und ihr Rang steht mit der Existenz von Eingangstransformationen,
welche bewirken, dass ein Teil der neuen Eingédnge affin auftritt, in Verbindung.
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Die bekannte, fiir Flachheit notwendige Regelflichenbedingung ist eine unmittel-
bare Folge des letzteren Ergebnisses. Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit ist
die Berechnung flacher Ausgénge von zeitkontinuierlichen Systemen. Es werden
zwel Zugénge diskutiert, wobei dem ersten die Idee des Abspaltens von endoge-
nen dynamischen Riickfiihrungen zugrunde liegt, und der zweite basiert auf der
Transformation des Systems auf eine strukturell flache Dreiecksform. Im Hinblick
auf die letztere Methode besteht ein wesentlicher Beitrag der vorliegenden Ar-
beit darin, zu analysieren unter welchen Bedingungen ein flaches System in dieser
strukturell flachen Dreiecksform dargestellt werden kann. Dabei spielt die oben
erwiahnte Folge von Kodistributionen wieder eine wichtige Rolle. Ein weiteres
Thema ist der Entwurf flachheitsbasierter Folgeregelungen fiir zeitkontinuierliche
Systeme. Eine elegante Standardmethode basiert auf der exakten Linearisierung
des Systems mittels einer quasistatischen Zustandsriickfithrung, die jedoch erfor-
dert, dass Zeitableitungen des flachen Ausgangs bis zu einer gewissen Ordnung
gemessen oder durch einen Beobachter geschitzt werden. Oft wéare es aber von
Vorteil, wenn stattdessen Mess- oder Schiatzwerte der Zustandsgrofien benutzt
werden konnten, und es wird gezeigt, dass unter gewissen Voraussetzungen tat-
séchlich die bendtigten Zeitableitungen des flachen Ausgangs systematisch durch
den Zustand ersetzt werden kénnen.

Neben zeitkontinuierlichen Systemen werden in dieser Arbeit auch flache zeit-
diskrete Systeme betrachtet, welche die Eigenschaft besitzen, dass alle Systemgro-
Ben durch einen flachen Ausgang und dessen Vorwértsverschiebungen ausgedriickt
werden kénnen. Im Gegensatz zum Problem der Eingangs-Zustandslinearisierbar-
keit wurde der Flachheit zeitdiskreter Systeme bisher nur wenig Aufmerksambkeit
zuteil. Wie bei den zeitkontinuierlichen Systemen gibt es keine effizient tiberpriif-
baren notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Flachheit zeitdiskreter
Systeme, und folglich ist die Berechnung flacher Ausgénge ebenfalls ein schwie-
riges Problem. Deshalb liegt ein Schwerpunkt wieder auf der Berechnung flacher
Ausgénge, wobei dhnliche Ideen wie im zeitkontinuierlichen Fall verfolgt wer-
den. Die geometrische Darstellung zeitdiskreter Systeme unterscheidet sich aber
deutlich von der geometrischen Darstellung zeitkontinuierlicher Systeme. Deshalb
ergeben sich andere Bedingungen fiir die Existenz bestimmter wichtiger Zerlegun-
gen, und die bendtigten Koordinatentransformationen miissen auf andere Weise
konstruiert werden.
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