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Abstract

The geometric shape of construction components can cause difficulties for a straight-
forward application of finite element simulations. In particular, for the computation
of deformations with linear elasticity models, edges and vertices often lead to sin-
gularities which significantly affect the accuracy of approximations. To reduce the
error, adaptive algorithms with automatic grid refinement in critical regions are es-
sential and present powerful tools in the numerical solution of partial differential
equations.

In view of the regular grid structure, B-splines are ideally suited for hierarchical
refinement via adaptive algorithms. Moreover, weight functions can model com-
plicated geometries without having to resort to time-consuming mesh generation.
Finally, contrary to classical finite element bases, the pointwise residual of the par-
tial differential equations can be computed for B-spline approximations. This leads
to novel refinement strategies which are not only more natural but also much easier
to implement.

In this thesis, adaptive refinement algorithms are developed and analyzed for
the web-method, one of the two most popular finite element discretizations with B-
splines. The analysis is built upon the extensive theory available for uniform spline
approximations, hierarchical techniques with classical C0-elements, and some ideas
from the earlier work on Poisson’s equation as an elementary test case. Furthermore,
the Lamé-Navier equations of linear elasticity serve as a principal model problem,
noting that the new methods apply to simpler elliptic problems as well.

The advantages of B-splines play a crucial role for web-collocation, which is
considered as second numerical approximation method in this thesis. The recently
introduced uniform collocation algorithm for web-splines is generalized to hierarchi-
cal spline spaces under usage of a newly developed reordering algorithm. Without
affecting the accuracy, it prevents coincident collocation points in the transition area
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of subsequent hierarchical levels, naturally occurring in case of multi-level Greville
abscissae. As for finite element schemes, the development of hierarchical refine-
ment techniques is essential for problems with singularities and leads to substantial
improvements in accuracy.

In addition to elliptic equations and systems, time-dependent problems, including
the heat equation and wave equation as simplest examples, are considered. Following
a common approach, stationary solution techniques are combined with various time-
step procedures. The resulting novel techniques eliminate the time-consuming mesh
generation process and, for collocation, do not require numerical integration. Their
performance is much superior to classical approximations and is illustrated for the
modeling of tsunamis in the thesis.

The application of hierarchical spline spaces in both web-methods is facilitated by
the exploration of a general concept of extending B-splines, involving basis functions
with different grid widths. This is motivated by a counterexample which shows the
failure of the polynomial precision for the approach of transferring the uniform
procedure straightforward.

The benefits of hierarchical splines are not only explored numerically for the de-
scribed examples but also in theory. It is shown that hierarchical spline spaces have
the potential of achieving a specified level of approximation accuracy with minimal
dimension. By considering a typical class of singular functions, this result gener-
alizes the corresponding conclusion for uniform spaces regarding smooth functions.
Furthermore, comparisons between the theoretical and numerical results confirm the
optimality of the spaces generated by both adaptive approximation schemes.



Kurzzusammenfassung

Die Anwendung eines Finite-Elemente-Verfahrens auf die meisten Bauteile, die in
der heutigen Zeit verwendet werden, wird durch ihre Form erschwert. Insbesondere
bei der Berechnung der Auslenkung unter Belastung in der linearen Elastizitäts-
theorie, können Ecken und Kanten zu Singularitäten mit erheblicher Auswirkung
auf die Genauigkeit der numerischen Approximation führen. Aus diesem Grund
ist die Anwendung eines adaptiven Algorithmus, der diese Problemstellen automa-
tisch erkennt und an diesen eine Gitterverfeinerung durchführt, unverzichtbar für
die Verringerung des Fehlers geworden.

Aufgrund der regulären Gitterstruktur sind B-Splines ideal für hierarchische Ver-
feinerungen, wie sie im Laufe eines adaptiven Verfahrens auftreten, geeignet. Außer-
dem erlaubt die Multiplikation mit einer Gewichtsfunktion die Modellierung kom-
plizierter Geometrien und vermeidet dadurch eine aufwendige Vernetzung. Desweit-
eren ermöglichen B-Splines, im Gegensatz zu den klassischen Basisfunktionen, das
punktweise Auswerten des Residuums der betrachteten Differentialgleichung und
damit die Entwicklung neuer Verfeinerungsstrategien, die einerseits einfacher zu im-
plementieren und andererseits natürlicher als die herkömmlichen sind.

Diese Arbeit beinhaltet die Entwicklung und Analyse von adaptiven Verfeine-
rungsalgorithmen für die WEB-Methode, welche eine der zwei bekanntesten Finite-
Elemente-Verfahren mit B-Splines darstellt. Hierzu werden die bereits existierende
umfangreiche Forschung für die Approximation mit uniformen Splines, die hierar-
chischen Verfeinerungstechniken für klassische C0-Elemente und die Erkenntnisse
aus der Untersuchung der Poisson-Gleichung als elementares Beispiel verwendet.
Die Lamé-Navier Gleichungen der linearen Elastizität dienen darüber hinaus als
Modellproblem, wobei die neu entwickelten Methoden auch auf einfachere elliptis-
che Randwerprobleme angewendet werden können.

Die Vorteile von B-Splines spielen auch bei dem zweiten in dieser Arbeit betra-
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chteten numerischen Approximationsverfahren, der WEB-Kollokation, eine wichtige
Rolle. Unter Verwendung eines neu entwickelten Algorithmus zur Umsortierung von
Kollokationspunkten wird der uniforme Kollokationsalgorithmus für WEB-Splines
auf hierarchische Spline-Räume verallgemeinert. Dabei werden zusammenfallende
Kollokationspunkte in den Übergangsbereichen von aufeinanderfolgenden hierarchis-
chen Leveln, wie sie bei der Verwendung der Greville Abszissen auftreten, verhindert
ohne die Genauigkeit zu beeinträchtigen. Die ebenfalls durchgeführte Entwicklung
von hierarchischen Verfeinerungstechniken ist auch bei dieser Methode notwendig
um eine erhebliche Verbesserung der Genauigkeit bei Problemen mit Singularitäten
zu erzielen.

Zusätzlich zu elliptischen Gleichungen behandelt diese Arbeit auch zeitabhängige
Probleme, mit der Wärmeleitungs- und Wellengleichung als repräsentative Beispiele.
Einem konventionellen Lösungsansatz folgend, werden Lösungsmethoden für sta-
tionäre Probleme mit verschiedenen Zeitschrittverfahren kombiniert. Die resul-
tierenden neuen Lösungsverfahren vermeiden eine zeitaufwendige Gittererzeugung,
sowie im Falle der Kollokation eine numerische Integration. Hieraus ergeben sich
klare Vorteile gegenüber klassischen Approximationsmethoden, die anhand der Mod-
ellierung eines Tsunami demonstriert werden.

Der Einsatz von hierarchischen Spline-Räumen in beiden WEB-Methoden wird
durch die Einführung einer allgemeineren Erweiterung von B-Splines ermöglicht,
welche auf Basisfunktionen mit unterschiedlichen Gitterweiten anwendbar ist. Die
Notwendigkeit einer solchen Verallgemeinerung ist durch ein Gegenbeispiel mo-
tiviert, welches das Fehlschlagen der exakten Darstellung von Polynomen bei einer
intuitiven Anwendung der uniformen Erweiterung aufzeigt.

Neben den numerischen Vorzügen von hierarchischen Splines, die sich aus den
durchgeführten Berechnungen ergeben, wird außerdem die Eigenschaft der opti-
malen Approximation von glatten Funktionen durch uniforme Splines mit Hilfe von
hierarchische Räume auf eine typische Klasse singulären Funktionen verallgemein-
ert. Ein Vergleich zwischen diesen theoretischen und numerischen Resultaten zeigt
zudem, dass die entwickelten adaptiven WEB-Verfahren hierarchische Spline-Räume
mit optimaler Approximationseigenschaft erzeugen.
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Notation and Symbols

General
N0,N natural numbers with and without zero
Z,R,C integers, real and complex numbers
|| · ||l,Ω Sobolev norm on the space W l,2(Ω) = H l(Ω)

�,�,� (in)equalities up to a constant
C(·) constant with dependency on parameters
∂ν , ∂xν , ∂

α partial derivatives
diam diameter of a set
dist distance function
supp support of a function

B-Splines

bn uniform B-spline of degree n

bnk,h, b
n
k , bk scaled translated tensor product B-spline

Bi web-spline
Bn
h(Ω) spline space on a bounded domain

Ξn
h(Ω) hierarchical spline space on a bounded domain

(l, i) node in a hierarchical spline tree
wBn

h weighted spline space
weBn

h(Ω) web-space
Dl

k support of a B-spline in a hierarchical basis
ei,j extension coefficients
I, I(l,i), J, J(l,i), K,K(l,i) set of inner, outer and relevant B-spline indices

XVII



XVIII Notation and Symbols

h, hl grid width
λk, λ

l
k dual function of a B-spline bk,hl

s(l) number of nodes on level l in a hierarchical tree
ξ(l,i) defining cube of a node in a hierarchical spline space
w weight function

Quasi-Interpolants

D(l,i) relevant grid cell for a hierarchical spline space
Q,Ql uniform quasi-interpolant
Qk, Q

l
k linear functionals of a uniform quasi-interpolant

PL hierarchical quasi-interpolant with L levels
P l
k linear functionals of a hierarchical quasi-interpolant

Pn projection on polynomials of degree n

Finite Elements and Collocation
a elliptic, symmetric bilinear form on a Hilbert space H

Δ Laplace operator
∂⊥ normal derivative
ε refinement parameter for an adaptive collocation algorithm
ηR, ηD(l,i),R residual based error estimator
H1

Γ constrained Sobolev space
L2(Ω) square integrable functions
λ linear bounded functional on a Hilbert space H

∇ gradient
Ω ⊂ Rd open, bounded, Lipschitz domain
∂Ω domain boundary
R(uh), r(uh) inner and boundary residual of an approximation uh

uh ≈ u finite-dimensional approximation of a solution u

θ refinement parameter for an adaptive finite element algorithm
ξ outward normal vector
ξm collocation point



Notation and Symbols XIX

Elliptic and Time-Dependent Problems

Δt time step [s]

div divergence operator
E, ν Young’s modulus

[
N
m2

]
and Poisson number [−]

η(x1, x2, t) water elevation above zero [m]

ε(u), σ(u) strain and stress tensor
g gravitational acceleration

[
m
s2

]
h(x1, x2) water depth [m]

λ, μ Lamé constants [−]




