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Vorwort

Dieser Text ist eine elementare geometrische Ergénzung zur ,Einfiihrung in
die Angewandte Mathematik” des , Lehrgangs der Mathematik”. Dabei stehen
die enge Verbindung der Geometrie mit der Algebra und
Infinitesimalrechnung sowie einfache Anwendungen im Vordergrund. Die
geometrische Darstellung kann vereinfacht auch als grafische ,Stenographie”
der mathematischen Sprache bezeichnet werden, was auch aus der
Bezeichnung der Funktion als ,Abbildung” ersichtlich ist. Geometrische
Darstellungen von Funktionen und insbesondere von statistischen
Abhingigkeiten sind im Ubrigen bekanntlich nur Modelle der ,Realitit” und
nicht mit dieser zu verwechseln.

Das Ziel ist wie in den anderen Texten dieser Einfithrung in die Mathematik
eine leicht verstidndliche elementare Darstellung ausgewéhlter Strategien und
Verfahren, die auch ohne Spezialkenntnisse lesbar ist, und weder eine
axiomatisch begriindete und logisch entwickelte Abhandlung, die in der
klassischen Geometrie zum Beispiel bereits mit den bekannten , Elementen”
vorhanden ist, noch eine Abhandlung tiiber spezielle Methoden der
Darstellenden Geometrie oder etwa der Geometrien von Riemann und
Hilbert.- Wesentliche Teile des 9. Kapitels wurden bereits in [KrVIIIb] als
Anhang veroffentlicht. Die Analytische Geometrie sowie die Symmetrien sind
in eigenen Texten zu finden [KrIII, IX].

Hier werden in 12 Kapiteln nach einer Einfithrung die Euklidische Geometrie,
Anmerkungen zur praktischen Geometrie, Funktionen, das totale Differenzial,
die Werkzeuge der Infinitesimalrechnung, Kurven der Ebene, die Ellipse und
Lemniskate, Spiralen und Schrauben, Kurven des Raums, Flichen des Raums
sowie die Integration als geometrische Abbildung in elementarer Darstellung
einfithrend behandelt. Eine  Literaturauswahl ist  beigefiigt.  Die
Literaturzitate betreffen wie in den vorangehenden Banden nicht nur die
Ubernahme von Inhalten, sondern sind auch ein Hinweis fiir interessierte
Leser zur weiteren Information. In einem Anhang sind ausgewéhlte
geometrisch relevante Beispiele der Bioinformatik sowie Physik dargestellt.

Das Buch stellt die Meinung des Autors nach dem Studium der Literatur und
dessen Kenntnissen dar. Der Inhalt wurde sorgfiltig auf Fehler gepriift, die
aber nicht génzlich ausgeschlossen werden konnen. Eine Gewé&hrleistung oder
Garantie fiir die Richtigkeit des Textes kann nicht iibernommen werden. Ich
bin fiir entsprechende Hinweise oder Verbesserungsvorschldge dankbar.

Leimen, im November 2018 Uwe Kraeft
http:/ /www.uwe-kraeft.de/
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Auswahl von Symbolen
=, <, < hieraus folgt (in den angegebenen Richtungen)

€ ist Element von (ist enthalten in)

f Abbildung

£(x) Bild des Originals x

P, = (X, ‘ Yo ‘) Punkt mit den Koordinaten xq, yo, ...

r = (Xy,¥o,---) Vektor mit den Komponenten xo, yo, ...

N Menge der natiirlichen Zahlenn=1, 2,3, ...

R Korper der reellen Zahlen, zum Beispiel a, b, ¢, ..., X, y, z

., o, Produkt, Skalarprodukt, Vektorprodukt

= nur in der reinen Mathematik genau gleich (identisch);
wird praktisch auch fiir Grenzwerte verwendet

= so nah wie gewtinscht, aber nicht gleich

~ ungefahr, gerundet, kann fiir grofie n angenihert werden

~ von dhnlicher Grof8enordnung, proportional
# ungleich

<,<,> 2> kleiner, kleiner oder gleich, grofier, grofser oder gleich

Z Summe von ni bis no
\/_ Quadratwurzel
sin, cos, tan trigonometrische Funktionen
d
f (x)=dfy erste Ableitung von f(x) mit dx=0
X
dt
of(x,v,...
(X&};) =f, erste Ableitung von f(x,y,...) nach x
£ (x) n-te Ableitung von f(x)
b
F(x) Integral von f(x): J.f(x)dx mit dx#0 (oder Abbildung wie f)

S, s, K kR, p, ... Bogenldnge, Krimmung, Krimmungsradius, ...

Def. Definition
Anm. Anmerkung

Weitere Symbole werden im Text erklart.



Differential oder Differenzial

Die é&lteren Leser werden vielleicht noch in der Schule vom Unendlich
Kleinen beziehungsweise Groflen gehort und dieses wohl kaum
verstanden, sondern allenfalls dem Lehrer geglaubt haben. In der Tat ist
das Unendliche erkenntnistheoretisch eine Frage des Glaubens. In der
Zahlentheorie kennen wir heute grob vereinfacht ,ruhende Zahlen”, wie
die natiirlichen Zahlen N, ganzen Zahlen Z oder rationalen Zahlen Q,
und die ,bewegten (oder gedachten) Zahlen”, wie die Teilmenge R-Q
der reellen Zahlen, das Unendlich Kleine oder Unendlich Grofle,
beziehungsweise entsprechende Anordnungen daraus, wie zum Beispiel
die Vektoren. Tatsdchlich sind die ,bewegten Zahlen” beliebig lang
durchfiihrbare Algorithmen wie die Bestimmung von Quadratwurzeln
und konnen als Grenzwerte auch ruhende Zahlen besitzen, wie \/Z ,
oder nicht, wie \/E . Die geschriebenen ,bewegten Zahlen” sind
sogenannte Platzhalter (engl. ,Icons”). Noch leichter verstindlich ist das
Gesagte, wenn direkt eine Reihe beliebiger Linge angegeben ist, wie
zum Beispiel:

L+i+l+l+l+ +i:4
270 20 gt 2 3 T on T
O<i=n—»o
" l.;Z‘m_l‘;
i=m<1 21

das Ergebnis der ersten Zeile ist so nah bei 4 wie gewiinscht, aber nicht
gleich 4.

Zu den ,bewegten Zahlen” gehoren auch vor allem das Unendlich
Kleine beziehungsweise Grofie. Wer weiterhin an deren Existenz
glauben und damit arbeiten mochte, kann sich vereinfacht gesagt diese
als sehr kleine beziehungsweise sehr grofse ruhende rationale Zahlen
vorstellen.

In der Differenzialrechnung oder frither Differentialrechnung wird beim

A
Grenzwertiibergang vom Differenzenquotienten A_y zum
X
. . . . . : dy :
Differenzialquotienten oder Differentialquotienten ™ durch eine
X

beliebig kleine rationale beziehungsweise bewegte Zahl, das Differenzial
oder Differential dx, dividiert. Samtliche Operationen damit und vor
allem die Divisionen beruhen auf der Forderung, dass die Nenner
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ungleich Null sind, denn durch Null kann nicht geteilt werden. Auch
deren Inverses existiert als Unendlich Grofles nur als Algorithmus,
indem durch etwas immer Kleineres dividiert wird.

Im Lateinischen bedeutet ,differentia”® Verschiedenheit oder
Unterschied?). Ahnlich verhilt es sich mit dem Wort , different” im
Englischen. Im Duden steht , Differenzial (rot) auch Differential, das; -s, -
e (math. unendlich kleine Differenz; ...)"2. Damit ist die Schreibweise
mit ,z” die verstidndlichere, da es sich beim Differenzial ja tatsdchlich um
eine Differenz ungleich Null handelt, was moglicherweise auch den
Anlass fiir die Anderung der alten Schreibweise bot. Zur Verdeutlichung
sollte vor allem bei Herleitungen von Formeln oder in Beweisen immer
dx=0 festgehalten oder zumindest beachtet werden.

DLangenscheidts Grofies Schulworterbuch Lateinisch-Deutsch, bearbeitet
von Dr. Erich Pertsch auf der Grundlage des Menge-Giithling, 7.
Auflage, (1991), Langenscheidt, Berlin.

2Duden, Die deutsche Rechtschreibung, 21. Auflage, (1996),
Dudenverlag, Mannheim.
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578 RADII CIRCULORUM OSCULANTIUM EXHip ff’i
IBryy

N.LVIH  Prio(quam itaque ad inftitutum pergam, funto i, A
tiuncule Curve infinite parva ab, be, quibus perp.o: I Por.
infiftant radii circuli ofculatoris af, bf, concurrentes 1?1 ularjgg, WY o6
facientefque angulum a fb @qualem angulo ghec, Quem Pungy ¢ % ¢
portio ab cum altera be efficit; tum abfcindatur bj »\[fr‘)du&a ‘le

&Gaque intelligancur parallelz al, bn, co, nec nop El) i, ‘,LVM‘

y

gen; quaram ille abfCiffarum, he applicatarum Cicmc;‘mm» y iP(a
dx, dy, ddx, &c. ] indigitent. Dico, % [live ‘V-s

. Quod pofitis Curva clementis ab, bc, hoc cft,
qualibus , radius circuli ofculatoris feu longitudo fifj
af, nempe z==dxds: ddy; item z2=—=dyds: dix, Nam }, om
be="ho: hc 4 hc: be — [ ob fimilitudinem Triangul. bmﬁ: Z’,nc=
hoc, item heb, abf ] bm : bh-ab: bf =al:ab-fab:bfy, =
bf—4dx: =z Sed ho:hm——-nc:bl——nc:dd;&' =
be==4dr. Quare ddy:ds=dx:z. Eodem modo oftendery
ddx : ds — a8z, QE D

CororLrarium. In omni Curva , pofitis cjus elemenis %=
zqualibus , differentiz fecundz coordinatarum primis reciproce 1 ©
proportionantur. Cum enim dxds: ddy — z = dyds: ddx eit =
dxddx — dyddy . adeoque ddx : ddy ==dy: dx ; quod ipfum quo-
que ex fola fimilitudine Triangulorum bmh , hoc, liquet; ubi ixds
co, feu Adx ., eft ad oh, feu ddy, ut hm ad bm, vel bl ad b Hjyd
feu dy ad dx. lya

ipﬁs ds 2.
Cvolvenyg (*)

#. Pofitis vero abiciffee elementis al, bn, hoc eft, iplis 4 {(dy.
qualibus , erit radius ofculantis circuli af feu z==ds"* 4347 i
Quoniam gc: be=—ge: he4he: be— [ ob fiilitudinc™ iy
Triangul. bng, chg, nec non heb, abf | bg: b"'“‘?.' '];ny?
bf=—ab: al4ab. bfe=ds:dx 4 ds: z==ds': 2% o
86 ==gn —nc — bl —no——ddy, & bo=ds €it 49
ds ==ds* : zdx, Q. E. D. I“[(

l.uHau(;l abﬁmai,litcr oftendetur , quod pofitis 4y aequah’bus, futue li’]-
m et 2 — I ¢ d_ya’dx, " o dy
His addo nova, de quibus nec Frazri adhuc conftat> Theor e

ma . - le, fed I o
@@ pro curvis, quarum applicatz non funt parallel® » com- B 6

Jakob Bernoulli: Jacobi Bernoulli, Basileensis, Opera I, (1744),
Cramer & Fratrum Philibert, Genf.
Jakob Bernoulli hat wesentliche Beitrdge zur Differenzialgeometrie
geleistet [Be], [BWM].
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Jakob Bernoulli: Jacobi Bernoulli, Basileensis, Opera I, (1744),
Cramer & Fratrum Philibert, Genf.



v, 3026, flarl Friecdrid) Gauf (geb, 30. Wpril 1777, geft. 23. Febr. 1855).



