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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit trägt zur Erweiterung des Anwendungsbereichs der Boundary-
Elemente-Methode (BEM) zum Lösen der Helmholtz-Gleichung für akustische Außen-
raumprobleme mit teilsymmetrischen und periodischen Lösungsgebietsrändern bei. Den
Ausgangspunkt der Untersuchungen bildet das schnelle BEM-Verfahren der H-Matrizen,
das die Komplexität der BEM von O(n2) auf O(n log(n)) verringert.

Der Großteil des Aufwands der H-Matrix BEM resultiert aus der Approximation der
Systemmatrizen. Diese weisen für Außenraumprobleme mit teilsymmetrischen Gebiets-
rändern zyklische Block-Toeplitz-Strukturen in den entsprechenden Teilmatrizen entlang
der Blockdiagonalen auf. Im Unterschied zur konventionellen BEM sind die Speicheran-
forderungen je Matrixeintrag für die H-Matrix BEM nicht konstant, sondern variable.
Es wird gezeigt, dass die Ausnutzung dieser Eigenschaft speziell für Außenraumprobleme
mit teilsymmetrischen Gebietsrändern einen sehr effektiven Ansatz darstellt, um den
Berechnungsaufwand der H-Matrix BEM weiter zu reduzieren.

Das Lösen der BEM-Gleichungssysteme erfolgt in der vorliegenden Arbeit iterativ mit
dem GMRES-Verfahren. Die Konvergenzgeschwindigkeit des GMRES-Verfahrens hängt
maßgeblich von der Eigenwertverteilung der Systemmatrix ab, deren Regularität für
die durchgeführten Untersuchungen mithilfe des Burton-Miller-Verfahrens sichergestellt
wird. In einer Analyse wird der Einfluss verschiedener Regularisierungsoperatoren auf
das Spektrum der Systemmatrix, das Konvergenzverhalten des GMRES-Verfahrens
und die Lösungsgenauigkeit aufgezeigt und gegenübergestellt. Für die Regularisierung
mit einem skalaren Operator wird darüber hinaus die Effektivität einer zusätzlichen
Präkonditionierung der Systemmatrix auf Basis einer hierarchischen LU-Faktorisierung
niedriger Genauigkeit dargelegt. Der Vergleich der Ansätze verdeutlicht, dass eine
effektive Präkonditionierung bereits mit verhältnismäßig wenig Aufwand erzielbar ist.

Abschließend werden Ansätze für das effiziente Lösen von akustischen Außenraum-
problemen mit periodischen Lösungsgebietsrändern entwickelt. Die entsprechenden
Systemmatrizen weisen eine ausnutzbare Block-Toeplitz-Struktur auf, die im Unter-
schied zum Fall symmetrischer Lösungsgebietsränder jedoch nicht mehr zyklisch ist.
Basierend auf der Adaption der zuvor präsentierten Ansätze zur Matrixstrukturausnut-
zung und Präkonditionierung an die Block-Toeplitz-Strukturen der Teilmatrizen und
der anschließenden Kombination beider Methoden entsteht ein neuartiges Verfahren,
das ermöglicht, BEM-Probleme mit mehr als 108 Unbekannten effizient zu lösen. Die
Effektivität des Verfahrens wird an praxisnahen Anwendungsbeispielen aus dem Bereich
der Windenergie veranschaulicht.





Inhaltsverzeichnis

Nomenklatur iii

1 Einleitung 1

1.1 Einführung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Stand der Forschung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Boundary-Elemente-Methode für die Helmholtz-Gleichung 13

2.1 Akustisches Randwertproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2 Randintegralgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.1 Randintegraloperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.2 Irreguläre Frequenzen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.3 Akustisches Halbraumproblem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Diskretisierung der Randintegralgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.3.1 Randdiskretisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3.2 Interpolation der Lösungsfunktionen . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3.3 Kollokationsmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.3.4 Numerische Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.3.5 Komplexität der Kollokations-BEM . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3 Hierarchische Matrizen für die Helmholtz-BEM 37

3.1 Einführung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
3.2 Hierarchische Matrixpartitionierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2.1 Zulässigkeitsbedingung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.2.2 Indexclusterbaum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.3 Blockclusterbaum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.3 ACA-Niedrigrangapproximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
3.4 Eigenschaften hierarchischer Matrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.4.1 Fehlerabschätzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.4.2 Speicheranforderungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56



ii Inhaltsverzeichnis

3.4.3 H-Arithmetik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.5 Frequenzabhängigkeit der Speicheranforderungen . . . . . . . . . . . . 59

4 Gebietsrandsymmetrien im Kontext der H-Matrix BEM 65

4.1 Effekt symmetrischer Gebietsränder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
4.2 BEM-Systemmatrixstruktur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.2.1 Spiegelsymmetrische Gebietsränder . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.2.2 M -fach rotationssymmetrische Gebietsränder . . . . . . . . . . . 74
4.2.3 Gebietsränder mit symmetrischen Teilbereichen . . . . . . . . . 83

4.3 Effiziente Realisierung der Halbraum-Formulierung . . . . . . . . . . . 87

5 Schnelles Lösen von linearen BEM-Gleichungssystemen 93

5.1 Das GMRES-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2 Präkonditionierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

5.2.1 Hierarchische LU-Faktorisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.2.2 OSRC-Präkonditionierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.3 Numerische Experimente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.3.1 Modellprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
5.3.2 Dirichletfehler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
5.3.3 Konvergenzeigenschaften des GMRES-Verfahrens . . . . . . . . 112

5.4 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6 Effiziente Behandlung großer BEM-Probleme 121

6.1 Blockstrukturierte BEM-Systemmatrizen . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
6.2 Beispiel 1 - Außenraumproblem einer Windenergieanlage . . . . . . . . 124
6.3 Beispiel 2 - Außenraumproblem eines unstrukturierten Windparks . . . 131
6.4 Beispiel 3 - Außenraumproblem eines strukturierten Windparks . . . . 139
6.5 Schnelle Feldpunktauswertung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
6.6 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

7 Zusammenfassung und Ausblick 155



Nomenklatur

In allen Kategorien dieser Übersicht werden Elemente, die in der vorliegenden Arbeit
im Kontext von Aufdatierungen (Summen und Produkten) verwendet werden, unter
Vernachlässigung des Zählindexes nur einmal aufgeführt.

Funktionen und Skalare

Laufvariablen sind nicht Bestandteil dieser Auflistung.

a Reellwertiger Koeffizient der Padé-Approximation
b Indexpaarmenge
b Reellwertiger Koeffizient der Padé-Approximation
bmin Mindestclustergröße
c Schallgeschwindigkeit
c Randfaktor
c Konstante
d Dimension des Lösungsgebiets
deg(S) Anzahl der Söhne des Baumknotens S

diam(X) Durchmesser des Definitionsgebiets X

dist(X,Y) Abstand zwischen den Definitionsgebieten X und Y

e Eulersche Zahl
eD Relativer Dirichletfehler
f Frequenz
f Integralkern
g Funktion der Randbedingungen
h Elementgröße
i Imaginäre Einheit
k Wellenzahl



iv Nomenklatur

kε Komplexe Wellenzahl
l Rang einer Matrix
l Entwicklungslänge
l Stufe eines Zeilen-/Spaltenclusterbaums
m Gesamtanzahl der Windenergieanlagen eines Windparks
miter Iterationen eines iterativen Gleichungssystemlösers
n Anzahl der Freiheitsgrade
nb Anzahl rechter Seiten
ne Knotenanzahl eines Randelements
nλ Anzahl der Elemente pro Wellenlänge
p Schalldruck
p Ansatz-, Formfunktionsordnung
p Polynom
p̃ Zeitabhängige Druckschwankung
ph Interpolierter Schalldruck
q Ansatz-, Formfunktionsordnung
q Akustischer Fluss
qh Interpolierter akustischer Fluss
r Betrag des Abstandsvektors r

r̃ Betrag des Abstandsvektors r̃

rl Restgliedfunktion
s Funktionsapproximation
span Lineare Hülle
supp Kompakter Träger einer Basisfunktion
t Zeit
vn Fluidgeschwindigkeit in Richtung der Normalen n

w Randdichtefunktion
w Hilfsfunktion der Padé-Approximation
z Komplexe Zahl

A Komplexer Koeffizient der Padé-Approximation
B Komplexer Koeffizient der Padé-Approximation
E Kanten eines Zeilen-/Spaltenclusterbaums
G Fundamentallösung der 3D-Helmholtz-Gleichung
G0 Fundamentallösung der 3D-Laplace-Gleichung
GBM Kernfunktion der Burton-Miller-Methode
GH Halbraumfundamentallösung der 3D-Helmholtz-Gleichung



Nomenklatur v

H1/2(Γ) Sobolev-Raum
I Zeilenindexmenge
J Spaltenindexmenge
Km m-dimensionaler Krylov-Raum
L Lagrange-Polynom
L Blattknoten eines Cluster-/Blockclusterbaums
Lm m-dimensionaler Unterraum
M Vielfachheit der Rotationssymmetrie
M Reihen eines Windparks
N Windenergieanlagen in einer Reihe eines Windparks
Np Entwicklungslänge der Padé-Approximation
Nst Speicheraufwand einer H-Matrix
P Partition einer Indexpaarmenge
P+ Fernfeld der Partition P
P− Nahfeld der Partition P
R Radius
Rγ Rotation eines Vektors um den Winkel γ

RH Reflexionsfaktor
RNp Padé-Approximation des Wurzeloperators der Länge Np

Rang(A) Rang der Matrix A

S Sohnabbildung eines Clusterbaumknotens
S0

h Endlichdimensionaler Funktionenraum
STI×J

Sohnabbildung des Blockclusterbaums TI×J

Stufe Stufe eines Cluster-/Blockclusterbaumknotens
TI Clusterbaum der Zeilenindexmenge
TJ Clusterbaum der Spaltenindexmenge
TI×J Blockclusterbaum der Indexmengen I und J

V Knoten eines binären Baums
Xσ Definitionsgebiet zur Indexmenge σ

Xτ Definitionsgebiet zur Indexmenge τ

Z Akustische Impedanz

α Burton-Miller-Koppelfaktor
β Anfangsresiduum
χ Testfunktion
δ Dirac-Distribution
δ Genauigkeit der hierarchischen LU-Faktorisierung



vi Nomenklatur

ε Abbruchfehler des GMRES-Verfahrens
ε Relativer Fehler einer Niedrigrangdarstellung
εA Relativer Fehler der Systemmatrix
εabs Absoluter Fehler
εaca Relativer Abbruchfehler des ACA-Verfahrens
εb Relativer Fehler der rechten Seite
η Brakhage-Werner-Koppelfaktor
η Zulässigkeitsparameter
ηk Frequenzabhängiger Zulässigkeitsparameter
γ ACA-Skalierungsfaktor
γ Rotationswinkel
γm Residuum des GMRES-Verfahrens nach m Schritten
κ Separable Kernfunktion
κ2(A) Konditionszahl der Matrix A bzgl. der 2-Norm
κ(A) Konditionszahl der Matrix A bzgl. einer Norm
κ̃ Approximation der Kernfunktion
λ Wellenlänge
λ Eigenwert einer Matrix
μd Dirichlet-Eigenwert der Laplace-Gleichung
μn Neumann-Eigenwert der Laplace-Gleichung
ω Kreisfrequenz
φ Funktion einer separablen Entwicklung
φ Testfunktion
ψ Funktion einer separablen Entwicklung
ψ̄ Ansatzfunktion der Feldgrößen
ψ̃ Ansatzfunktion der Feldgrößen
ρ Fluiddichte
σ Indexteilmenge
σ Singulärwert
σ(A) Spektrum der Matrix A

τ Indexteilmenge
τ Randelement
τH H-Matrixkompressionsrate
θ Verzweigungsschnittrotationswinkel
ξ Stützstelle des Lagrange-Polynoms
ξ1 Natürliche Koordinate
ξ2 Natürliche Koordinate



Nomenklatur vii

Γ Rand des Lösungsgebiets
ΓH Reflexionsebene
Γh Diskretisierter Gebietsrand
Ω Lösungsgebiet
Φ Bilineare Formfunktion

Matrizen und Vektoren

b Vektor der rechten Seite eines Gleichungssystems
b̃ Approximation der rechten Seite
c Hilfsvektor
d Feldpunktvektor des DL-Anteils
e1 Einheitsvektor
g̃ Defekt des Ausgleichsproblems
m Arithmetischer Mittelwertvektor einer Indexmenge
mS Beeinflussungsvektor vom Typ Boolean
mZ Beeinflussungsvektor vom Typ Boolean
n Normalenvektor der Oberfläche
p Schalldruckvektor
pD Analytisch bestimmter Schalldruckvektor
p̃D Berechneter Schalldruckvektor
q Vektor des akustischen Flusses
r Abstandsvektor zwischen Empfänger- und Quellposition
r Residuumvektor
r0 Anfangsresiduumvektor
r̃ Abstandsvektor
s Feldpunktvektor des SL-Anteils
u Lösungsvektor
u Rang-1-Spaltenvektor
v Lösungsvektor
v Rang-1-Zeilenvektor
w Normalenvektor
x Positionsvektor
x Lösungsvektor
x0 Startnäherung des Lösungsvektors
x0 Entwicklungspunkt einer Reihenentwicklung



viii Nomenklatur

x̃ Approximation des Lösungsvektors
xel Vektor mit elementbezogenen Daten
xno Vektor mit knotenbezogenen Daten
y Positionsvektor
y Lösung des Ausgleichsproblems
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Ã Approximation der BEM-Systemmatrix
Al Allgemeine Matrix vom Rang l

B BEM-Systemmatrixblock
B Matrixblock aus hierarchischer LU-Faktorisierung
Bi,j Blockinteraktionsmatrix zwischen Windparkreihe i und j

C Kovarianzmatrix einer Indexmenge
C BEM-Systemmatrix der rechten Seite
C BEM-Systemmatrixblock
D Matrix des diskretisierten HYP-Operators
D BEM-Systemmatrixblock
DLF P Feldpunktmatrix des DL-Anteils
Hm Hessenbergmatrix
H̃m Erweiterte Hessenbergmatrix
I Einheitsmatrix
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HLU Hierarchische Lower-Upper
HYP Hypersingular



xii Nomenklatur

IEC International Electrotechnical Commission
KSR Krylov-Subspace-Recycling
MKS Mehrkörpersimulation
MLFMA Multilevel-Fast-Multipole-Algorithmus
MVP Matrix-Vektor-Produkt
NtD Neumann-to-Dirichlet
PCA Principal-Component-Analysis
PCM Panel-Clustering-Methode
SL Single Layer
SMP Shared-Memory-Parallelism
SVD Singulärwertzerlegung
WEA Windenergieanlage


